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Аннотация 

В этой работе рассматривается задача нахождения вещественных ветвей 

корней алгебраического уравнения высокого порядка с двумя неизвестными в 

окрестности нулевой точки. Для решения данной задачи в работе 

используются  степенные преобразования переменных 𝑥1 и 𝑥2. 
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Пусть 𝑅𝑗 = (𝑟1𝑗 , 𝑟2𝑗) − единичный вектор ребра Г𝑗
(1)

. Тогда вектор 

 𝑃𝑗 = (−𝑟2𝑗 , 𝑟1𝑗) лежит в конусе 𝑈𝑗
(1)

 и является целочисленным. Пусть 

унимодулярная матрица α такова, что 𝑃′ = 𝛼𝑃𝑗 = (−1, 0). В матрице 

 𝛼 = (𝑠1    𝑠2
𝑟1    𝑟2

)    (1)  целые числа 𝑠1 и 𝑠2 подобраны так, чтобы определитель 

 𝑠1𝑟2 − 𝑠2𝑟1 = 1. 

Обратная матрица есть 𝛽 = 𝛼−1 = (    𝑟2   −𝑠2
−𝑟1     𝑠1

)    (2) 

Сделаем замену координат 

             𝑦1 = 𝑥1
𝛼11𝑥2

𝛼12          (3) 

𝑦2 = 𝑥1
𝛼21𝑥2

𝛼22 

с матрицей (1). Согласно формулам имеем 

𝑥1
𝑞1𝑥2

𝑞2 = 𝑦1
𝑟2𝑞1−𝑟1𝑞2𝑦2

−𝑠2𝑞1+𝑠1𝑞2 = 𝑦1
𝑞1

′

𝑦2
𝑞2

′

 

Сумма одночленов  𝑓 = ∑ 𝑓𝑄𝑄⋲𝐷 𝑥1
𝑞1𝑥2

𝑞2                   (4) 

перейдет в сумму    𝑓′ = ∑ 𝑓𝑄𝑦1
𝑞1

′

𝑦2
𝑞2

′

𝑄′⋲𝐷′                    (5). 
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Анологично, многоугольник Г = Г(𝑓) перейдет в многоугольник Г′ = Г(𝑓′); 

ребро Г𝑗
(1)

 перейдет в ребро Г𝑗
(1)′

, которое ортогонально вектору 𝑃′ = (−1, 0). 

Задача. Найти в окрестности точки 𝑥1 = 𝑥2 = 0 вещественные ветви корней 

уравнения: 

𝑥2
6 − 𝑥1

3𝑥2
2 − 𝑥1

5 = 0 

𝑓 = 𝑥2
6 − 𝑥1

3𝑥2
2 − 𝑥1

5 

Действительно, точка (0, 0) является особой. Так как выполняются равенства 

𝑓(𝑋0) = 0,      
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
= −3𝑥1

2𝑥2
2 − 5𝑥1

4   и    
𝜕𝑓

𝜕𝑥1
(𝑋0) = 0,                                 

𝜕𝑓

𝜕𝑥2
=

6𝑥2
5 − 2𝑥1

3𝑥2 и     
𝜕𝑓

𝜕𝑥2
(𝑋0) = 0. 

Построим ломаную Г̃.  

𝐷 = {𝑄1, 𝑄2, 𝑄3};   𝑄1 = (0, 6), 𝑄2 = (3, 2), 𝑄3 = (5, 0); 

 

 
 

Начнем с ребра Г1
(1)

⊃  𝑄1, 𝑄2. , 𝑄1 − 𝑄2 = (−3, 4), поэтому 𝑅1 = (−3, 4). 
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Подберем такие целые числа 𝑠1 и 𝑠2, чтобы выполнялось равенство: 

|
𝑠1 𝑠2

−3 4
| = 4𝑠1 + 3𝑠2 = 1. 

Положим 𝑠1 = 1 и 𝑠2 = −1. Тогда замена (3) есть 

𝑦1 = 𝑥1𝑥2
−1 

𝑦2 = 𝑥1
−3𝑥2

4 

И обратно,                                            𝑥1 = 𝑦1
4𝑦2 

                                                             𝑥2 = 𝑦1
3𝑦2 

Данное преобразование переводит заданную функцию 𝑓 в  

𝑓′(𝑦1, 𝑦2) = 𝑦1
18𝑦2

6 − 𝑦1
18𝑦2

6 + 𝑦1
20𝑦2

5 = 𝑦1
18𝑦2

5(𝑦2 − 1 − 𝑦1
2) 

Сокращая на 𝑦1
18, получим: 

𝑓0
′ = 𝑦1

−18𝑓′ = 𝑦2
5(𝑦2 − 1 − 𝑦1

2); 

Получим укороченное уравнение: 

𝑓0
′̃(𝑦2) = 𝑓0

′(0, 𝑦2) = 𝑦2
5(𝑦2 − 1) 

Данное укороченное уравнение имеет одно ненулевое решение 𝑦2
0 = 1. 

Данный корень является простым и ему соответствует отдельная простая ветвь 

решений исходного уравнения 𝑓 = 0. Введем замену 𝑦2 = 1 + 𝑧. Обозначим  

𝑔(𝑦1, 𝑦2) = 𝑦2 − 1 − 𝑦1
2 = 0 

Подставляя 𝑦2 = 1 + 𝑧 в 𝑔(𝑦1, 𝑦2), получим: 

𝑔(𝑦1, 1 + 𝑧) = 1 + 𝑧 − 1 − 𝑦1
2 = 𝑧 − 𝑦1

2 = 0 

Отсюда следует, что 𝑧 = 𝑦1
2. Итак 𝑦2 = 1 + 𝑦1

2 есть точное, а не приближенное 

решение уравнения 𝑓′ = 0. 

𝑥1 = 𝑦1
4(1 + 𝑦1

2) = 𝑦1
4 + 𝑦1

6 

                                              𝑥2 = 𝑦1
3(1 + 𝑦1

2) = 𝑦1
3 + 𝑦1

5 

Рассмотрим теперь ребро Г2
(1)

⊃ 𝑄2, 𝑄3. 𝑄2 − 𝑄3 = (−2, 2). Соответственно, 

𝑅1 = (−1, 1); 

|
𝑠1 𝑠2

−1 1
| = 𝑠1 + 𝑠2 = 1 

Положим 𝑠1 = 1,  𝑠2 = 0. Тогда получим: 

𝑦1 = 𝑥1 

𝑦2 = 𝑥1
−1𝑥2 

И обратно,                                            𝑥1 = 𝑦1 
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                                                             𝑥2 = 𝑦1𝑦2 

Применяя данное преобразование к функции 𝑓, получим: 

𝑓′(𝑦1, 𝑦2) = 𝑦1
6𝑦2

6 − 𝑦1
5𝑦2

2 − 𝑦1
5 = 𝑦1

5(𝑦1𝑦2
6 − 𝑦2

2 − 1) 

𝑓0
′ = 𝑦1

−5𝑓′ = 𝑦1𝑦2
6 − 𝑦2

2 − 1 

𝑓0
′̃(𝑦2) = 𝑓0

′(0, 𝑦2) = −𝑦2
2 − 1 

Корни полученного укороченного уравнения являются комплексными 

числами 𝑦2
0 = ±𝑖, им отвечают комплексные ветви решения уравнения. И 

соответственно ребру Г1
(1)

 не отвечает никакая вещественная ветвь. 
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